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Resumo
Neste trabalho apresentaremos os resultados da nossa pesquisa sobre a gener-
alizac¸a˜o dos fluidos relativ´ısticos na parametrizac¸a˜o de Ka¨hler para espac¸os na˜o-
comutativos aplicando me´todos de teoria de campo. A nossa proposta se aplica a
uma grande classe de fluidos parametrizados por duas func¸o˜es arbitra´rias suaves: a
primeira que generaliza o potencial de Ka¨hler definido na superf´ıcie dos potenciais
complexos do fluido e a segunda que parametriza a equac¸a˜o de estado. Determi-
namos, tambe´m, os v´ınculos que os graus de liberdade dos fluidos devem satisfazer
para que a teoria tenha as simetrias fundamentais da geometria na˜o-comutativa e
calcularemos as grandezas f´ısicas do fluido na˜o-comutativo.
Palavras chave: Teoria quaˆntica dos campos em espac¸os na˜o-comutativos. Fluidos
em espac¸os na˜o-comutativos.
A´rea de conhecimento: Teoria Quaˆntica de Campos.
Abstract
In this work, we present the results of our research on the generalization of
the relativistic fluids in the Ka¨hler parametrization to noncommutative spaces by
applying methods of field theory. Our proposal can be applied to a large class of
fluid models parametrized by two arbitrary smooth functions that generalize the
Ka¨hler potential on the surface of complex potencials of fluids and the parameter
function of the state equation, respectively. We determine the constraints that the
degress of freedom of the fluid should satisfy in order to have the fundamental
symmetries of the noncommutative geometry and calculate the physical quantities
of the noncommutative fluid.
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Cap´ıtulo 1
Introduc¸a˜o
O modelo de fluido e´ uma das ferramentas mais importantes dispon´ıveis para o
estudo de fenoˆmenos f´ısicos que ocorrem em longas distaˆncias em comparac¸a˜o com
a escala de distaˆncia t´ıpica do sistema. Tais fenoˆmenos ocorrem em a´reas muito
diversas da F´ısica como: na descric¸a˜o dos estados da mate´ria com ordem local e
semi-local, a distribuic¸a˜o da mate´ria na Relatividade Geral e na Cosmologia, os
jatos astrof´ısicos, as exploso˜es de raios gama, as oscilac¸o˜es de neutrinos, a colisa˜o de
nu´cleos pesados, etc.
Todos os sistemas em que o modelo de fluido e´ aplicavel sa˜o caracterizados por
um nu´mero grande de graus de liberdade. No entanto, os fenoˆmenos f´ısicos que
acontecem nos fluidos sa˜o mais naturalmente descritos em termos de um nu´mero
muito menor de graus de liberdade efetivos. As grandezas f´ısicas t´ıpicas que carac-
terizam os fluidos sa˜o: as densidades escalares de mate´ria, de energia e de pressa˜o,
assim como os campos vetoriais de velocidade e os vo´rtices. Sistemas mais com-
plexos incluem a viscosidade e o cisalhamento [1, 3]. Ale´m disso, os fenoˆmenos de
longo alcance podem exibir a invariaˆncia de Lorentz ou Poincare´ como e´ o caso de
fluidos nucleares ou gravitacionais. Nestes casos, a simetria do espac¸o-tempo deve
ser incorporada ao modelo para obter os fluidos relativ´ısticos. Enquanto a dinaˆmica
8
CAPI´TULO 1. INTRODUC¸A˜O 9
de fluidos pode estar relacionada com a Mecaˆnica Estat´ıstica dos graus de liberdade
originais, na maioria dos casos, o conhecimento da soluc¸a˜o das equac¸o˜es de longo
alcance dos fluidos e´ suficiente para a compreensa˜o do comportamento macrosco´pico
do sistema.
As equac¸o˜es de movimento do fluido sa˜o equac¸o˜es na˜o-lineares de va´rias varia´veis
definidas em um nu´mero de dimenso˜es determinado pela dimensa˜o do espac¸o-tempo
e pelos graus de liberdade relevantes do modelo. Em casos particulares os sistemas
podem possuir simetrias ocultas e constantes de movimento que ajudam a construir
as soluc¸o˜es, ou ate´ mesmo a integrar as equac¸o˜es completamente. No entanto, o
conhecimento completo das equac¸o˜es de movimento no caso geral e´ um problema
notoriamente dif´ıcil. E´ comum em nossos dias tentar mapear as equac¸o˜es de fluidos
em sistemas de equac¸o˜es obtidas a partir de outros modelos completamente atrave´s
de uma rede conjecturada de mapeamentos, como por exemplo, em sistemas de
D-branas usando o mapeamento AdS/CFT [4].
No caso do fluido na˜o-relativ´ıstico, as equac¸o˜es de movimento incluem uma
equac¸a˜o de continuidade para a densidade de mate´ria e a equac¸a˜o de Euler que
expressa a lei da forc¸a [1]. A simplificac¸a˜o destas equac¸o˜es e´ obtida para o fluido
isentro´pico, caso em que a entropia e´ constante e a pressa˜o e´ uma func¸a˜o somente da
densidade. A simplificac¸a˜o pode ser feita desprezando a dissipac¸a˜o e considerando a
forc¸a proporcional ao gradiente da pressa˜o.
Podemos obter as equac¸o˜es dos fluidos com as simetrias desejadas de uma forma
sistema´tica, pelo menos nos casos mais simples, invocando o princ´ıpio variacional na
formulac¸a˜o Lagrangiana ou Hamiltoniana [4]. A abordagem em termos da funcionl
ac¸a˜o dos fluidos e´ importante para a generalizac¸a˜o das equac¸o˜es na˜o-relativ´ısticas
aos sistemas com a simetria de Poincare´. Outras aplicac¸o˜es destes formalismos sa˜o
os fluidos que conteˆm um grande nu´mero de cargas com simetrias de calibre locais
[4] e o estudo da fase fluida de sistemas supersime´tricos [20].
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Talvez, um dos resultados mais intrigantes das formulac¸o˜es Lagrangiana e Hamil-
toniana e´ que elas permitem aplicar me´todos de teoria de campos para investigar
novas propriedades quaˆnticas dos fluidos. Em certo sentido, este e´ o reverso da con-
struc¸a˜o inicial em que os graus de liberdade microsco´picos foram substituidos por
poucos graus de liberdade efetivos. No entanto, este me´todo abre a possibilidade
de construir novas Lagrangianas quaˆnticas bem como para determinar interessantes
propriedades quaˆnticas dos fluidos cla´ssicos que, de outra forma, estariam ocultos
nos graus de liberdade de part´ıculas constituintes. Um exemplo de tais propriedades
e´ a quantizac¸a˜o das cargas topolo´gicas [16].
O objetivo desta tese e´ explorar as propriedades f´ısicas de novas classes de fluidos
relativ´ısticos perfeitos definidos em espac¸os na˜o-comutativos usando me´todos de
teoria de campos na˜o-comutativos.
A motivac¸a˜o inicial para a formulac¸a˜o de uma teoria de fluidos na˜o-comutativo
e´ a observac¸a˜o de que a teoria abeliana na˜o-comutativa de Chern-Simons ao n´ıvel n
e´ equivalente a teoria de Laughlin ao n´ıvel 1/n [7, 8], o que estabelece uma conexa˜o
entre as teorias dos fluidos na˜o-comutativos, a dinaˆmica dos fluidos, o efeito Hall
quaˆntico e a teoria das matrizes. A relac¸a˜o entre o efeito Hall quaˆntico fraciona´rio
e a teoria de campos na˜o-comutativa foi estudada em [9]. O modelo de fluido na˜o-
comutativo de [7] foi usado para determinac¸a˜o das flutuac¸o˜es de densidade em [10]
e o estudo da ordem topolo´gica do efeito Hall fraciona´rio em [11] (vide, para uma
revisa˜o [12]).
Uma motivac¸a˜o diferente para o estudo dos fluidos na˜o-comutativos e´ dada pela
seguinte observac¸a˜o. Sabe-se que as transformac¸o˜es que preservam o volume (ou
transformac¸o˜es de volume) deixam invariante a estrutura na˜o-comutativa do espac¸o
de configurac¸o˜es assim como as equac¸o˜es de movimento dos fluidos Lagrangianos
na˜o-abelianos [13, 14, 15, 16]. E´ natural, enta˜o, perguntar neste contexto se existe
uma descric¸a˜o de fluido do escoamento no espac¸o de configurac¸o˜es na˜o-comutativo.
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Recentemente, va´rios modelos de fluido foram estudados no contexto de teo-
rias de gauge U(1) em espac¸os curvos na˜o comutativos [17] e no estudo das per-
turbac¸o˜es cosmolo´gicas do fluido perfeito [18]. Em [19], os autores propuseram uma
generalizac¸a˜o da estrutura simple´tica de dois modelos de fluidos na˜o-comutativos e
na˜o-relativ´ısticos irrotacional e rotacional, respectivamente.
Certamente, ao estudar os fluidos na˜o-comutativos e´ preciso investigar mode-
los que se reduzem aos fluidos relativ´ısticos no limite comutativo do espac¸o-tempo.
Esta tarefa e´ simplificada pela existeˆncia de uma formulac¸a˜o em termos de ac¸a˜o
de uma grande classe de fluidos perfeitos relativ´ısticos. Nesta formulac¸a˜o, os graus
de liberdade sa˜o os potenciais do fluido interpretados como campos de uma La-
grangiana de primeira ordem tanto na parametrizac¸a˜o real de Clebsch [4] quanto
na parametrizac¸a˜o complexa de Ka¨hler [20]. Na˜o existe ate´ agora uma prova da
equivaleˆncia das duas parametrizac¸o˜es. Pore´m, ambas permitem a remoc¸a˜o da ob-
struc¸a˜o de definir uma Lagrangiana consistente que surge na teoria devido ao termo
de Chern-Simons necessa´rio para descrever a vorticidade na˜o-nula. Este termo pode
ser generalizdo aos fluidos supersime´tricos [20, 21].
A parametrizac¸a˜o complexa dos potenciais do fluido tem duas propriedades in-
teressantes. Em primeiro lugar, existe uma infinidade de cargas conservadas para
todos os potenciais de Ka¨hler que caracterizam uma variedade complexa geodesi-
camente completa. Em segundo lugar, a dinaˆmica Hamiltoniana e´ governada por
um conjunto simples de v´ınculos de segunda-classe. Em particular, a estrutura dos
v´ınculos permitiu uma ana´lise detalhada da dinaˆmica dos meta-fluidos em [22], a
formulac¸a˜o dos fluidos conformes, em [23] e a quantizac¸a˜o de uma classe grande de
fluidos na˜o-supersime´tricos em [24]. Tambe´m, a parametrizac¸a˜o de Ka¨hler foi us-
ada para a formulac¸a˜o da hidrodinaˆmica supersime´trica em [26] e a construc¸a˜o das
equac¸o˜es de Navier-Stokes nos modelos baseados na relac¸a˜o entre AdS/CFT e os
fluidos [27].
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A ide´ia de espac¸o-tempo na˜o-comutativo e´ bastante antiga. Ela foi proposta pela
primeira vez por Heisenberg numa carta enderec¸ada a Peierels com o intuito de
resolver o problema das integrais divergentes em Teoria Quaˆntica de Campos. Mais
tarde, esta ide´ia foi repassada por Pauli a Oppenheimer. Em 1947 Snyder, naquela
e´poca orientado por Oppenheimer, publicou a primeira proposta de teoria de campos
em espac¸o˜s na˜o-comutativos.
A geometria na˜o-comutativa e´ baseada na seguinte ide´ia [6]. A estrutura
geome´trica de uma variedade diferenciavel comum M pode ser codificada algebri-
camente na a´lgebra (A, ·) = (C∞(M), ·) das func¸o˜es suaves definidas sobre M com
o produto · da a´lgebra sendo a multiplicac¸a˜o comutativa das func¸o˜es. A geome-
tria na˜o-comutativa pode ser definida de forma similar atra´ves de uma estrutura
alge´brica de func¸o˜es, uma vez que falta uma descric¸a˜o intuitiva em termos direta-
mente geome´tricos das variedades na˜o-comutativas. Portanto, a maneira mais sim-
ples de generalizar a a´lgebra comutativa A e´ de substituir o produto comutativo ·
por um novo produto ∗~tal que
f ∗~ g = fg + ~P (f, g) + · · · , (1.1)
onde P e´ uma aplicac¸a˜o ou mapeamento bilinear P : A× A→ A. Nesta notac¸a˜o ~
sugere uma analogia com a Mecaˆnica Quaˆntica. Para ~→ 0, a a´lgebra na˜o comuta-
tiva A = (A, ∗) se aprox´ıma da a´lgebra comutativa (A, ·).
A ide´ia da substituic¸a˜o da operac¸a˜o de multiplicac¸a˜o por uma operac¸a˜o na˜o-
comutativa e´ bastante simples. Pore´m, na˜o conhecemos nenhum exemplo de con-
struc¸a˜o formalmente correta de variedades na˜o-comutativas a partir da deformac¸a˜o
dada na equac¸a˜o (1.1) de variedades arbitra´rias. A construc¸a˜o geral segue um cam-
inho mais abstrato e complicado que na˜o pretendemos seguir neste trabalho.
A formulac¸a˜o mais simples da na˜o-comutatividade do espac¸o e´ dada em termos
de coordenadas xµ que obedecem as relac¸o˜es de comutac¸a˜o
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[xµ, xν ] = iλµν , (1.2)
onde λµν sa˜o os elementos de uma matriz constante, real e anti-sime´trica e, para
todos os fins, a constante de Planck reduzida pode ser absorvida em λµν . As relac¸o˜es
(3.5) aparecem na literatura com va´rias denominac¸o˜es. Alguns autores as chamam
de canoˆnicas, pois aplicando as transformac¸o˜es de Darboux para as coordenadas λ,
podem ser escritas na forma canoˆnica (dependendo tambe´m do rank da matriz).
Pore´m, e´ mais comum encontrar na literatura denominac¸o˜es que contenham com-
binac¸o˜es dos nomes de Weyl, Wigner, Gro¨nwold e Moyal. Esta escolha e´ feita com
base na relac¸a˜o entre os comutadores e o produto - ∗ ( ou twisted product ) de
Weyl e von Neumann que foi usado por Wigner para introduzir as transformac¸o˜es
de Wigner. O trabalho de Wigner levou Moyal a definir os parenteses de Moyal
[f ∗,g]=f ∗ g−g ∗ f. (1.3)
Um exemplo cla´ssico de sistema que apresenta propriedades na˜o-comutativas, e´ o
efeito Hall quaˆntico.
A classe dos fluidos que sera˜o estudados neste trabalho e´ parametrizada por
duas func¸o˜es arbitra´rias K(z, z¯) e f(ρ) que dependem dos potenciais do fluido e
representam a generalizac¸a˜o na˜o-comutativa do potencial de Ka¨hler da superf´ıcie
parametrizada pelos campos complexos z(x) e z¯(x) e uma func¸a˜o de densidade que
determina a equac¸a˜o de estado do fluido. Apresentaremos uma nova Lagrangiana
de fluidos na˜o-comutativos e calcularemos as equac¸o˜es de movimento usando o
ca´lculo na˜o-comutativo padra˜o. Mostraremos, tambe´m, que a densidadede de cor-
rente na˜o recebe qualquer correc¸a˜o na˜o-comutativa e e´ conservada sob a ac¸a˜o dos
geradores comutativos Pµ do espac¸o-tempo. Um resultado interessante e´ que o tensor
energia-momento na˜o se conserva para as soluc¸o˜es das equac¸o˜es de movimento. Por-
tanto, v´ınculos sa˜o necessa´rios para que a conservac¸a˜o do tensor energia-momento
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na˜o divirja. Determinaremos estes v´ınculos em primeira ordem no paraˆmetro na˜o-
comutativo constante do espac¸o-tempo. Finalmente, particularizaremos a teoria para
o caso em que os potenciais complexos do fluido sa˜o caracterizados por uma de-
formac¸a˜o do plano complexo e mostraremos que este modelo tem importantes car-
acter´ısticas do fluido comutativo tais como: uma infinidade de correntes conservadas
e uma corrente axial conservada que no caso comutativo esta´ associada ao nu´mero
de ligac¸a˜o topolo´gico que se conserva.
Este trabalho tem a seguinte estrutura. No Cap´ıtulo 2 faremos uma breve re-
visa˜o do formalismo canoˆnico do fluido relativ´ıstico nas suas duas formulac¸o˜es La-
grangiana e Hamiltoniana, respectivamente, seguindo [1, 4]. No Cap´ıtulo 3 revisare-
mos alguns conceitos ba´sicos de geometria na˜o-comutativa e do ca´lculo no espac¸o
na˜o-comutativo e suas aplicac¸o˜es na teoria de campos. No Cap´ıtulo 4 apresentare-
mos a nossa Lagrangiana de fluido em espac¸os na˜o-comutativos. A construc¸a˜o desta
Lagrangiana obedece um princ´ıpio de correspondeˆncia de acordo com qual o flu-
ido na˜o-comutativo deve coincidir com o fluido comutativo na parametrizac¸a˜o de
Ka¨hler no limite zero do paraˆmetro na˜o-comutativo. A Lagrangiana proposta des-
creve uma classe grande de fluidos na˜o-comutativos parametrizados por duas fun-
cionais arbitra´rias que dependem dos potenciais dos fluidos. Para analisar esta ac¸a˜o,
truncaremos os campos aos termos lineares no paraˆmetro na˜o-comutativo. O argu-
mento geral que justifica esta aproximac¸a˜o e´ que os efeitos fenomenolo´gicos da na˜o-
comutatividade do espac¸o-tempo, caracterizados pelo paraˆmetro na˜o-comutativo,
devem ser da ordem da escala de Planck, o que torna os termos na˜o-lineares de-
spres´ıveis. No restante do Cap´ıtulo 4 estudaremos as equac¸o˜es de movimento da
teoria linearizada e as divergeˆncias das correntes e do tensor energia-momento que
sa˜o as equac¸o˜es cruciais para os fluidos perfeitos. Atrave´s do ca´lculo direto, concluire-
mos que a corrente tem divergeˆncia nula enquanto que o tensor energia-momento e´
divergente. Para garantir a invariaˆncia do tensor energia-momento as componentes
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comutativas dos operadores de momento no espac¸o na˜o-comutativo, determinare-
mos um conjunto de v´ınculos a serem satisfeitos pelos campos (os potencias) do
fluido. Pore´m, a invariaˆncia mais importante de uma teoria formulada no espac¸o
na˜o-comutativo na˜o e´ em relac¸a˜o a`s transformac¸o˜es de Poincare´, mas sim em relac¸a˜o
a`s transformac¸o˜es que preservam o volume, ou transformac¸o˜es de volume, neste
espac¸o [4]. Levando em considerac¸a˜o este fato, estudaremos a invariaˆncia do flu-
ido relativ´ıstico a`s transformac¸o˜es de volume e concluiremos que para que este fato
acontec¸a, novos v´ınculos devem ser impostos aos campos do fluido. Para obtermos
uma imagem mais intuitiva das equac¸o˜es obtidas no caso geral, escolheremos na
classe de fluidos um sistema que generaliza os potenciais de Ka¨hler no plano com-
plexo. Neste caso, as equac¸o˜es gerais tomam uma forma muito mais simples que
generaliza o fluido comutativo em todos seus aspectos. Na u´ltima parte do Cap´ıtulo
4 discutiremos a generalizac¸a˜o da corrente axial e das cargas topolo´gicas para o caso
na˜o-comutativo. Os resultados apresentados neste cap´ıtulo sa˜o originais e foram ap-
resentados pela primeira vez no trabalho publicado [25]. Concluiremos este trabalho
no Cap´ıtulo 5 onde apresentaremos um resumo do que foi feito e as perspectivas.
Cap´ıtulo 2
Formulac¸a˜o Lagrangiana e
Hamiltoniana dos Fluidos
Neste Cap´ıtulo, apresentamos aspectos ba´sicos da Teoria dos Fluidos Relativ´ısticos.
Discutiremos as formulac¸o˜es Lagrangiana e Hamiltoniana do fluido ideal, ou seja,
cuja viscosidade pode ser desprezada, mas que apresenta vorticidade na˜o nula. Em
sequeˆncia, discutiremos duas parametrizac¸o˜es dos potenciais (campos) do fluido: a
parametrizac¸a˜o em termos de campos reais de Clebsh, e a parametrizac¸a˜o complexa
de Ka¨hler. A nossa apresentac¸a˜o seguira´ as refereˆncias [1, 2, 3, 4].
2.1 O Modelo de Fluido
O fluido e´ definido como sendo a substaˆncia (como um l´ıquido ou ga´s) que tende a
escoar ou a se adaptar a forma do recipiente que a conte´m. A caracter´ıstica f´ısica
mais importante do fluido e´ que ele e´ composto de part´ıculas que teˆm facilidade de se
movimentar e mudar suas posic¸o˜es relativas sem que isso leve a separac¸a˜o da massa.
Esta propriedade conduz ao aparecimento da pressa˜o o que gera o escoamento. O
modelo mais aceito atualmente da F´ısica e´ o Modelo Padra˜o que representa a de-
16
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scric¸a˜o moderna do conceito de ”substaˆncia”. O Modelo Padra˜o conte´m um nu´mero
relativamente pequeno de classes de part´ıculas elementares: leptons, quarks e bosons
vetoriais de escala (os portadores das interac¸o˜es fundamentais). Cada part´ıcula ele-
mentar e´ quaˆntica em sua natureza, mas as equac¸o˜es de Einstein requerem tra-
jeto´rias expl´ıcitas. Por outro lado, alguns sistemas macrosco´picos como as estrelas de
neˆutrons, os jatos astrof´ısicos e as gala´xias sa˜o sistemas relativ´ısticos compostos por
um nu´mero grande de part´ıculas cla´ssicas. Nas duas situac¸o˜es, quaˆntica e cla´ssica,
na˜o e´ pra´tico resolver as equac¸o˜es de movimento para cada part´ıcula. O modelo de
fluido e´ construido de tal forma que o comportamento mecaˆnico quaˆntico/cla´ssico
e´ calculado de maneira estat´ıstica para poder ser incluido de forma consistente nas
equac¸o˜es de Einstein.
Um conceito crucial para o modelo de fluido e´ o de ”part´ıcula de fluido”ou
”elemento de fluido”ou ainda ”de part´ıcula material”[1, 3]. Esta part´ıcula denota
uma ”caixa”local imagina´ria infinitezimalmente pequena em relac¸a˜o ao sistema como
um todo mas grande o suficiente para conter um grande nu´mero de part´ıculas f´ısicas
(nu´mero de Avogadro).
Um objeto de comprimento caracter´ıstico D e´ modelado como um fluido que
conte´m M elementos de fluido. Cada elemento de fluido tem o comprimento carac-
ter´ıstico L. Para que a descric¸a˜o de fluido seja va´lida e´ necessa´rio que 1 N M e
L D [3]. Formalizando o modelo, seus limites podem ser considerados com L→ 0
e M →∞ mas com o nu´mero total de part´ıculas finito.
Concluimos que os fluidos sa˜o compostos de va´rios elementos de fluido e cada
elemento conte´m um nu´mero grande de part´ıculas. O estado da mate´ria em cada
elemento de fluido e´ determinado pelas Leis da Termodinaˆmica. Assim sendo, apenas
um nu´mero pequeno de paraˆmetros e´ monitorado durante a evoluc¸a˜o dos elementos
de fluido. Em geral, na˜o todas as varia´veis termodinaˆmicas sa˜o independentes. Elas
sa˜o relacionadas atrave´s da equac¸a˜o de estado. O nu´mero de varia´veis independentes
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pode ser reduzido mais ainda se o sistema tem uma propriedade global de aditivi-
dade. As trajetorias que entram nas equac¸o˜es de Einstein sa˜o dos elementos de fluido
e na˜o das part´ıculas elementares. Da mesma forma, as grandezas f´ısicas definidas
para o fluido, como o campo de velocidades, se referem aos elementos de fluido.
A dinaˆmica na˜o-relativ´ıstica da distribuic¸a˜o de densidade ρ(t, r) e do campo
vetorial de velocidades v(t, r) em dimenso˜es arbitra´rias e´ descrita por um conjunto de
equac¸o˜es de movimento que incluem uma equac¸a˜o de continuidade para a densidade
de mate´ria e a equac¸a˜o de Euler, respetivamente,
∂
∂t
ρ(t, r) +∇ · (ρ(t, r)v(t, r)) = 0, (2.1)
∂
∂t
v(t, r) + v(t, r) ·∇v(t, r) = f(t, r). (2.2)
Usaremos a notac¸a˜o ρv para a densidade de corrente j e f para a densidade de
forc¸a. Reconhecemos na equac¸a˜o (2.2) a forma local da equac¸a˜o de Euler conhecida
da Termodinaˆmica
E = TS − pV + µN. (2.3)
No caso do fluido isentro´pico, a entropia e´ constante e na˜o aparece na teoria. Se o
fluido e´ na˜o-dissipativo, a forc¸a e´ determinada somente pelo gradiente da pressa˜o
p. Para o movimento isentro´pico p e´ uma func¸a˜o apenas de ρ. Segue que a forc¸a f
pode ser escrita como
f = −1
ρ
∇P = −∇V ′(ρ), (2.4)
onde ′denota a derivada em relac¸a˜o ao argumento, V ′(ρ) e´ a entalpia
ρV ′(ρ)− V (ρ) = p(ρ) (2.5)
e
√
p′(ρ) e´ a velocidade do som no fluido.
No caso do fluido relativ´ıstico, a dinaˆmica resumida nas equac¸o˜es acima e a
definic¸a˜o da forc¸a podem ser apresentadas na forma da equac¸a˜o de continuidade do
tensor de energia-momento. A densidade de energia, representada pela componente
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ε = T 00 juntamente com o fluxo de energia obedecem as seguintes equac¸o˜es de
continuidade
ε = 1
2
ρv2 + V (ρ) = T 00, (2.6)
ρvi(
1
2
v2 + V ′) = T i0, (2.7)
∂
∂t
T 00 + ∂iT
i0 = 0. (2.8)
Da mesma forma, a densidade de momento, que na teoria na˜o-relativ´ıstica coincide
com a densidade de corrente, e´ representada pelas componentes na˜o-diagonais do
tensor energia-momento
pi = ρvi = T 0i (2.9)
O tensor das tenso˜es T ij e´ relacionado a´ densidade de momento atrave´s das seguintes
equac¸o˜es de continuidade
δij(ρV ′ − V ) + ρvivj = δijp+ ρvivj = T ij, (2.10)
∂
∂t
T 0i + ∂jT
ji = 0. (2.11)
Observemos que o tensor energia-momento na˜o tem um carater tensorial propria-
mente dito devido a falta de simetria de suas componentes na˜o-diagonais que e´ con-
sequeˆncia da falta de invariaˆncia a`s transformac¸o˜es de Lorentz. Contudo, T ij = T ji
sendo o tensor invariante a`s rotac¸o˜es espaciais
T 0i 6= T i0, T ij = T ji. (2.12)
A vorticidade do fluido e´ definida pela seguinte relac¸a˜o
ωij ≡ ∂ivj − ∂jvi. (2.13)
No caso irrotacional a vorticidade e´ zero. Pois enta˜o, a velocidade pode ser dada em
termos do potencial de velocidade descrito pela func¸a˜o real θ
v =∇θ. (2.14)
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Segue que a equac¸a˜o de Euler pode ser substitu´ıda pela equac¸a˜o de Bernoulli
∂θ
∂t
+
v2
2
= −V ′(ρ). (2.15)
A vorticidade do fluido pode ser definida em qualquer nu´mero de dimenso˜es. Em
treˆs dimenso˜es, o objeto matema´tico associado a` vorticidade e´ um pseudo-vetor e
em duas dimenso˜es ele e´ um pseudo-escalar.
2.2 A Dinaˆmica do Fluido
A dinaˆmica de qualquer sistema mecaˆnico pode ser apresentada de forma mais
econoˆmica na formulac¸a˜o canoˆnica quando uma funcional ac¸a˜o esta´ dispon´ıvel. As
equac¸o˜es de movimento sa˜o o resultado da extremizac¸a˜o da ac¸a˜o de acordo com
o princ´ıpio variacional. No caso do fluido discutido na sec¸a˜o anterior, as equac¸o˜es
de movimento podem ser obtidas calculando os parenteses de Poisson da densidade
de materia e da velocidade com a Hamiltoniana que, por sua vez, e´ a integral da
densidade de energia do fluido
H =
∫
dr
(
1
2
ρv2 + V (ρ)
)
, (2.16)
∂ρ
∂t
= {H, ρ}, (2.17)
∂v
∂t
= {H,v}. (2.18)
As relac¸o˜es acima levam a dinaˆmica correta desde que os parentese das varia´veis ρ
e v tomados a tempos iguais obedec¸am as seguintes igualdades
{vi(r), ρ(r′)} = ∂iδ(r − r′), (2.19)
{vi(r), vj(r′)} = −ωij(r)
ρ(r)
δ(r − r′). (2.20)
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Uma representac¸a˜o equivalente da mesma a´lgebra e´ dada em termos de densidades
de momentos e tem a forma familiar conhecida em teoria de campos [4]
{P i(r), ρ(r′)} = ρ(r)∂iδ(r − r′), (2.21)
{P i(r),Pj(r′)} = Pj(r)∂iδ(r − r′) + P i(r′)∂jδ(r − r′), (2.22)
Surge a pergunta se existe uma Lagrangiana cuja transformada de Legendre seja
a Hamiltoniana (2.16) e cujas varia´veis canoˆnicas satisfac¸am os parenteses de Poisson
(2.19) e (2.20). A existeˆncia de tal Lagrangiana pode ser demonstrada usando o
me´todo de Faddeev-Jackiw que estabelece uma relac¸a˜o entre uma Lagrangiana de
primeira ordem no tempo e a Hamiltoniana correspondente dada pela transformac¸a˜o
de Legendre. Segundo [4], podemos escrever
L = ai(ϕ)ϕ˙
i −H(ϕ), (2.23)
onde ϕi denota, de uma forma geral a´s varia´veis do sistema. As equac¸o˜es de Euler-
Lagrange derivadas a partir da Lagrangiana (2.23) sa˜o
fij(ϕ)ϕ˙
j =
∂H(ϕ)
∂ϕi
, (2.24)
onde
fij(ϕ) =
∂aj(ϕ)
∂ϕi
− ∂ai(ϕ)
∂ϕj
. (2.25)
O primeiro termo da equac¸a˜o (2.23) determina a forma canoˆnica
ai(ϕ)ϕ˙
i dt = ai(ϕ) dξ
i, (2.26)
enquanto que fij(ϕ) sa˜o as componentes da forma simple´tica
dai(ξ) dξ
i = 1
2
fij(ϕ) dξ
i dξj . (2.27)
As equac¸o˜es de movimento (2.24) podem se escritas a partir da Hamiltoniana
ϕ˙i = {H(ϕ), ϕi} = −{ϕi, ϕj}∂H(ϕ)
∂ϕj
, (2.28)
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se postularmos a seguinte expressa˜o para os parenteses de Poisson
{ϕi, ϕj} = −f ij(ϕ). (2.29)
Segue da equac¸a˜o (2.29) que os parenteses de Poisson entre as varia´veis fundamentais
sa˜o
{F1(ϕ), F2(ϕ)} = −∂F1(ϕ)
∂ϕi
f ij(ϕ)
∂F2(ϕ)
∂ϕj
. (2.30)
No caso quando a matriz fij(ϕ) e´ singular e na˜o tem inversa, o sistema apresenta
v´ınculos e a estrutura a´lgebrica se torna mais dif´ıcil de analisar [5].
Por outro lado, no caso dos fluidos e´ preciso resolver o problema inverso. De fato,
sabendo a forma da matriz f ij(ϕ) e as identidades de Jacobi, e usando a a´lgebra
(2.19)-(2.20) ou (2.21) e (2.22), podemos determinar a inversa fij(ϕ) e as func¸o˜es
ai(ϕ) da equac¸a˜o (2.25). Sendo a Hamiltoniana conhecida da equac¸a˜o (2.16), pode-
mos construir com facilidade a Lagrangiana (2.23). Pore´m, se existe uma grandeza
C(ϕ) que satisfaz a seguinte equac¸a˜o
{ϕi, C(ϕ)} = 0, (2.31)
ou seja, f ij(ϕ) tem autovalores nulos
f ij(ϕ)
∂
∂ξj
C(ξ) = 0, (2.32)
concluimos que sua inversa fij(ϕ) na˜o existe. Assim sendo, a existeˆncia das func¸o˜es
C(ϕ) representa uma obstruc¸a˜o a` construc¸a˜o do formalismo canoˆnico que, no caso
mais simples do fluido perfeito, pode ser contornada escolhendo uma parametrizac¸a˜o
adequada para os campos do fluido.
As grandezas C(ϕ) sa˜o similares aos invariantes de Casimir. Elas comutam
com todas as varia´veis dinaˆmicas e, em particular, com a Hamiltoniana. Conse-
quentemente, C(ϕ) se conservam. Mas a semalhanc¸a termina neste ponto, pois
as func¸o˜es C(ϕ) na˜o sa˜o associadas a simetria alguma da Hamiltoniana, nem
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geram transformac¸o˜es infinitesimais dos campos ϕi com quais comutam. Na for-
mulac¸a˜o Lagrangiana dos fluidos, as func¸o˜es C(ϕ) sa˜o relacionadas a` invariaˆncia a`
reparametrizac¸a˜o do formalismo.
2.3 A Parametrizac¸a˜o de Clebsch
Para descrever a vorticidade do fluido na˜o-relativ´ıstico, usa-se a parametrizac¸a˜o
deste em termos dos potenciais reais de Clebsch. Neste caso, a a´lgebra dos parente-
ses de Poisson dada pelas relac¸o˜es (2.19) e (2.20) tem um autovalor nulo, pois os
parenteses de Poisson de
C(v) ≡
∫
dr εijkvi∂jv
k =
∫
dr v · ω, (2.33)
com as varia´veis fundamentais ρ e v sa˜o zero. Consequentemente, a matriz f ij na˜o
tem inversa. Como comentado na sec¸a˜o anterior, este fato representa uma obstruc¸a˜o
a` derivac¸a˜o da dinaˆmica do fluido.
Para contornar este problema, introduzimos treˆs func¸o˜es escalares reais
{θ(x), α(x), β(x)} que parametrizam o vetor velocidade
v =∇θ + α∇β, (2.34)
onde (α, β) sa˜o os potenciais de Gauss. O potencial θ e´ escolhido de tal forma que
no caso irrotacional ele seja canonicamente conjugado a` varia´vel ρ
{θ(r), ρ(r′)} = δ(r − r′). (2.35)
Nesta parametrizac¸a˜o, a vorticidade toma a seguinte forma
ω =∇α×∇β. (2.36)
Usando as relac¸o˜es acima, podemos escrever a Lagrangiana do fluido como
L = −
∫
dr ρ(θ˙ + αβ˙)−Hv=∇θ+α∇β. (2.37)
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As varia´veis ρ e θ continuam sendo conjugadas canoˆnicas no caso rotacional. Pore´m,
podemos definir um novo par de varia´veis canoˆnicas (ρα, β). O espac¸o de fases
e´ quadri-dimensional e corresponde as quatro varia´veis ρ e v. Um ca´lculo sim-
ples mostra que os parenteses de Poisson (2.19) e (2.20) sa˜o satisfeitos com v
parametrizado como na relac¸a˜o (2.34).
A parametrizac¸a˜o de Clebsch resolve a obstruc¸a˜o porque o C(v) = C e´ dado
pela relac¸a˜o
C =
∫
dr εijk ∂iθ ∂jα ∂kβ (2.38)
que e´ nada mais do que uma integral total de superf´ıcie
C =
∫
dS ·(θω). (2.39)
Nesta forma, C na˜o contribui aos termos que resultam do ca´lculo no volume e na˜o
apresenta obsta´culos a construc¸a˜o da forma simple´tica fij em termos de θ, α e β que
sa˜o definidos no volume.
Verifica-se que a Lagrangiana do fluido pode ser escrita como
L¯ =
∫
dr
(
ρT (v)− ρ(θ˙ + αβ˙)− ρv · (∇θ + α∇β))
=
∫
dr
(
ρT (v)− jµ(∂µθ + α∂µβ)
)
, (2.40)
onde T (v) e´ a energia cine´tica. Na u´ltima linha da equac¸a˜o acima expressamos os
termos na linguagem de quadri-vetores introduzindo o quadri-vetor corrente atrave´s
da seguinte identificac¸a˜o
jµ = (cρ, ρv). (2.41)
O operador gradiente e´ definido pela relac¸a˜o
∂µ = (
1
c
∂
∂t
,∇) (2.42)
Estas expresso˜es formam o ponto de partida da formulac¸a˜o canoˆnica do fluido rela-
tiv´ıstico.
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2.4 A Parametrizac¸a˜o de Ka¨hler
Na parametrizac¸a˜o de Ka¨hler, os potenciais reais de Clebsch apresentados na sec¸a˜o
anterior {θ(x), α(x), β(x)} sa˜o substituidos pelos potenciais de Ka¨hler representa-
dos pelo conjunto de campos escalares {θ(x), z(x), z¯(x)} que sa˜o func¸o˜es suaves de
C∞(M) = {f : M → C}. O potencial θ (x) e´ puramente real, o campo z(x) e´
complexo e z¯(x) e´ seu complexo conjugado. A classe de fluidos do nosso interesse
e´ parametrizada pelas func¸o˜es K(z, z¯) que representa o potencial de Ka¨hler asso-
ciado a` variedade complexa bidimensional parametrizada pelas coordenadas z e z¯
e a func¸a˜o arbitra´ria f(ρ) que depende da densidade local do fluido ρ. O fluido
relativ´ıstico e´ caracterizado pela equac¸a˜o de estado que envolve a pressa˜o local p e
a densidade de energia ε. A dinaˆmica conserva o tensor energia-momento Tµν e a
corrente de densidade de fluido jµ, e e´ descrita pelas equac¸o˜es de Euler-Lagrange
derivadas a partir de uma Lagrangiana de primeira ordem, como foi visto na sec¸a˜o
anterior. A Lagrangiana tem duas simetrias relacionadas a` parametrizac¸a˜o dos po-
tenciais do fluido e a uma simetria axial. As cargas correspondentes a estas simetrias
geram uma infinidade de correntes Jµ e a carga conservada topologicamente ω que
descreve o nu´mero de vo´rtices ligados formados no fluido, respectivamente, [20, 24].
A Lagrangiana proposta na refereˆncia [20] e´ dada pela seguinte expressa˜o
L[jµ, θ, z¯, z] = −jµaµ − f(ρ)
= −jµ (∂µθ + iKz∂µz − iKz¯∂µz¯)− f
(√−j2) . (2.43)
Aqui,K(z, z¯) e´ o potencial de Ka¨hler e e´ uma func¸a˜o real.Kz andKz¯ sa˜o as derivadas
parciais em relac¸a˜o as varia´veis z e z¯, e f e´ func¸a˜o arbitra´ria de ρ =
√−j2.
As equac¸o˜es de movimento derivadas a partir da relac¸a˜o (2.43) sa˜o
f ′
jµ√−j2 = ∂µθ + iKz∂µz − iKz¯∂µz¯, ∂ · j = 0,
−2iKzz¯ j · ∂z = 2iKzz¯ j · ∂z¯ = 0.
(2.44)
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A invariaˆncia na translac¸a˜o da ac¸a˜o construida a partir de L leva a conservac¸a˜o do
tensor energia-momento
Tµν = gµν
(
f ′
√
−j2 − f
)
+ f ′
jµjν√−j2 , ∂µTµν = 0, (2.45)
onde f ′ e´ a derivada de f(ρ) em relac¸a˜o ao seu argumento ρ. Escrevendo para
jµ = ρuµ, o tensor energia-momento toma a forma dada na relac¸a˜o bem conhecida
com
ε = f(ρ), p = ρf ′(ρ)− f(ρ). (2.46)
As relac¸o˜es acima mostram que a pressa˜o e´ a negativa da transformac¸a˜o de Legendre
da densidade de energia espec´ıfica em relac¸a˜o a densidade ρ. Observa-se que a relac¸a˜o
linear entre a pressa˜o e a energia espec´ıfica corresponde a uma lei de poteˆncia
ε = f(ρ) = αρ(1+η) ⇒ p = ηε. (2.47)
No formalismo canoˆnico podemos definir os momentos canonicamente conjugados
aos campos dos fluidos, segundo Carter [2]
piµ =
δL
δuµ
∣∣∣∣
ρ
= ρ (∂µθ + iKz∂µz − iKz¯∂µz¯) . (2.48)
O potencial vetor auxilia´rio aµ e´ relacionado a` densidade de momento piµ = ρaµ,
onde
aµ = ∂µθ + iKz∂µz − iKz¯∂µz¯ = f ′ jµ√−j2 = f ′uµ,
piµ = ρf
′uµ = (p+ ε)uµ.
(2.49)
Das relac¸o˜es acima, resulta que existe uma corrente axial definida cujas compo-
nentes sa˜o definidas pela seguinte relac¸a˜o
kµ = εµνκλ aν∂κaλ. (2.50)
Como pode ser verificado facilmente, a corrente kµ tem divergeˆncia zero
∂µk
µ = εµνκλ ∂µaν ∂κaλ = 0. (2.51)
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A kµ podemos associar uma carga ω definida pela integral da componente na direc¸a˜o
temporal da corrente
ω =
∫
d3x k0 =
∫
d3x εijk ai∂jak. (2.52)
Usando a equac¸a˜o (2.51) podemos demonstrar que ω se conserva. Ale´m disso, calcu-
lando as integrais por partes, podemos ver que ω e´ uma grandeza topolo´gica definida
na superf´ıcie
ω =
∫
d3x ∂i
[
iεijkθ ∂j(Kz¯∂kz¯ −Kz∂kz)
]
= −2i
∫
d3x ∂i
[
εijkθ Kz¯z∂j z¯ ∂kz
]
. (2.53)
Outra propriedade interessante dos fluidos na parametrizac¸a˜o de Ka¨hler e´ a ex-
isteˆncia de um conjunto infinito de cargas conservadas Q[G] associadas a` simetria
de reparametrizac¸a˜o dos potencias [20]. Elas sa˜o dadas pela integral espacial da
componente temporal das correntes de reparametrizac¸a˜o
Q[G] =
∫
d3x J0[G],
onde
Jµ[G] = −2G(z¯, z)jµ. (2.54)
A divergeˆncia de Jµ[G] se anula como resultado das equac¸o˜es de movimentos dos
potenciais complexos z e z¯
∂ · J [G] = −2
(
Gzj · ∂z +Gz¯j · ∂z¯
)
= 0. (2.55)
O potencial de Ka¨hler e´ na˜o-singular para todos os casos quando Kzz¯ e´ a me´trica
de uma variedade geodesicamente completa como, por exemplo, o plano complexo
com K(z, z¯) = zz¯.
A dinaˆmica no formalismo canoˆnico pode ser descrita no espac¸o de fases reduzido,
determinado pelas equac¸o˜es (2.48) e (2.49). Particularizando as func¸o˜es K(z, z¯) e
f(ρ) para o fluido ideal no plano complexo, podemos mostrar que este modelo pode
ser quantizado aplicando me´todos de quantizac¸a˜o canoˆnica [20, 24].
Cap´ıtulo 3
Ca´lculo em Espac¸os
Na˜o-Comutativos
Neste cap´ıtulo, faremos uma breve apresentac¸a˜o dos conceitos ba´sicos de espac¸os
na˜o-comutativos que sera˜o usados para derivar os resultados do pro´ximo cap´ıtulo.
Nossa motivac¸a˜o aqui e´ definir a geometria na˜o-comutativa de forma mais intuitiva e
lembrar as regras ba´sicas do ca´lculo na˜o-comutativo usadas na construc¸a˜o de teorias
de campo na˜o-comutativas.
3.1 Formalismo de Weyl e Produto de Moyal
Como mencionamos na introduc¸a˜o, a geometria na˜o-comutativa pode ser obtida
pela substituic¸a˜o da a´lgebra comutativa das func¸oes suaves definidas na variedade
M com a a´lgebra na˜o-comutativa com produto modificado
(A, ·) ≡ (C∞(M), ·) −→ A ≡ (A, ∗) = (C∞(M), ∗). (3.1)
onde
f ∗ g = fg + P (f, g) + · · · , (3.2)
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e P e´ uma aplicac¸a˜o ou mapeamento bilinear P : A × A → A. As relac¸o˜es de
comutac¸a˜o diferentes de zero lembram o espac¸o de fases de uma part´ıcula quaˆntica
[xˆµ, pˆν ] = i~δµν , (3.3)
[xˆµ, xˆν ] = [pˆµ, pˆν ] = 0. (3.4)
As relac¸o˜es de comutac¸a˜o do espac¸o-tempo na˜o-comutativo ana´logas as relac¸o˜es da
Mecaˆnica Quaˆntica (3.3) e (3.4)
[xµ, xν ] = iλµν , (3.5)
onde λµν sa˜o os elementos de uma matriz constante, real e anti-sime´trica e, para
todos os fins, a constante de Planck reduzida pode ser absorvida em λµν .
Ao postular que as equac¸o˜es (3.5) representam as coordenadas do espac¸o-tempo,
obtemos um conjunto de relac¸o˜es de incerteza
4xµ4xν ≥ 1
2
|λµν | . (3.6)
Segue que, as distaˆncias menores que o paraˆmetro na˜o-comutativo |λµν |, a geometria
conhecida na˜o pode ser usada para descrever o espac¸o-tempo. De fato, existem boas
razo˜es para achar que as distaˆncias da ordem da escala de Planck ou menor, a
geometria do espac¸o-tempo deve ser substituida por um nova F´ısica devido aos
efeitos da gravitac¸a˜o quaˆntica que, possivelmente, aparecera˜o. Quando o paraˆmetro
quaˆntico se anula, a geometria comutativa e´ reencontrada.
A paralela entre a geometria na˜o-comutativa e o espac¸o de fases da Mecaˆnica
Quaˆntica pode ser continuada. Sabemos que existe uma correspondeˆncia entre as
func¸o˜es que dependem das varia´veis xµ e pµ do espac¸o de fases e os operadores as-
sociados escritos em termos dos operadores quaˆnticos xˆµ e pˆµ. De maneira ana´loga,
podemos construir um mapeamento entre a a´lgebra de func¸o˜es comutativas no Rd
e a a´lgebra na˜o-comutativa dos operadores gerados pelas coordenadas que abede-
cem a relac¸a˜o (3.5). Este mapeamento pode ser construido formalmente usando a
transformada de Weyl.
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Para definir a transformada de Weyl, escolhemos pela sua simplicidade o espac¸o
R2. Associamos a`s varia´veis {x1, x2} os operadores {xˆ1, xˆ2} e a relac¸a˜o (3.5) que se
escreve como
[xˆ1, xˆ2] = iλ12, λ12 = λ. (3.7)
A transformada de Weyl associa a cada func¸a˜o f(x1, x2) um operador Wˆf (xˆ
1, xˆ2)
via a transformada de Fourier da f
Wˆf (xˆ
1, xˆ2) =
∫
d2x
(2pi)2
f˜(k1, k2)e
ikµxˆµ =
∫
d2xf(x1, x2)4ˆ(x1, x2), (3.8)
onde a escolhemos a convenc¸a˜o para a transformada de Fourier
f˜(k1, k2) =
∫
d2xf(x1, x2)eikµx
µ
. (3.9)
O mapeamento procurado e´ definido pelo operador hermitiano
4ˆ(x1, x2) =
∫
d2x
(2pi)2
eikµxˆ
µ
e−ikµx
µ
. (3.10)
O operador 4ˆ(x1, x2) e´ interpretado como uma base mista para os operadores e os
campos no espac¸o R2. No limite comutativo λ→ 0 ele se reduz a
lim
λ→0
4ˆ(x1, x2) = δ(2)(xˆ− x). (3.11)
Um objeto matema´tico importante e´ o trac¸o do operador de Weyl que da´ a integral
da func¸a˜o correspondente sobre o espac¸o bi-dimensional
Tr
[
Wˆf (xˆ
1, xˆ2)
]
=
∫
d2xf(x1, x2), T r
[
4ˆ(x1, x2)
]
= 1. (3.12)
Podemos mostrar que a transformada de Weyl tem inversa e representa uma cor-
respondeˆncia bijetiva entre os operadores de Weyl e as distribuic¸o˜es de Wigner.
Usando esta inversa, as func¸o˜es podem ser escritas em func¸a˜o de operadores como
f(x1, x2) = Tr
[
Wˆf (xˆ
1, xˆ2)4ˆ(x1, x2)
]
. (3.13)
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Em consequeˆncia deste fato, existe um produto na˜o-comutativo entre as func¸o˜es
da a´lgebra comutativa que e´ nada mais nada menos que a imagem do produto de
operadores de Weyl atrave´s do mapeamento inverso de 4ˆ. De fato, usando a relac¸a˜o
4ˆ(x1, x2)4ˆ(y1, y2) = 1
pi2 |detλ|
∫
d2z4ˆ(zˆ1, zˆ2) exp [−2iλ−1µν (x− z)µ (y − z)ν] ,
(3.14)
resulta que
Tr
[
Wˆf (xˆ
1, xˆ2)Wˆg(xˆ
1, xˆ2)4ˆ(x1, x2)
]
=
1
pi2 |detλ|
∫
d2yd2zf(x1, x2)g(y1, y2)
× exp [−2iλ−1µν (x− z)µ (y − z)ν] . (3.15)
Ou seja, o produto entre dois operadores de Weyl e´ mapeado no produto na˜o-
comutativo das func¸o˜es correspondents
Wˆf (xˆ
1, xˆ2)Wˆg(xˆ
1, xˆ2) = Wˆf∗g(xˆ1, xˆ2), (3.16)
onde o produto - ∗ na˜o-comutativo (de Moyal) e´ dado pela seguinte relac¸a˜o
f(x) ∗ g(x) = f(x) exp[ i
2
λµν
←−
∂ µ
−→
∂ ν ]g(x). (3.17)
No limite comutativo λ → 0 o produto de Moyal se reduz ao produto comutativo
comum.
As propriedades fundamentais do produto de Moyal sa˜o:
1) Associatividade:
f(x) ∗ (h(x) ∗ g(x)) = (f(x) ∗ h(x)) ∗ g(x). (3.18)
2) Fechamento em relac¸a˜o a` conjugac¸a˜o complexa:
(f(x) ∗ h(x)) = f(x) ∗ h(x). (3.19)
3) Invariaˆncia em relac¸a˜o a` integrac¸a˜o c´ıclica:∑
P∈Π(1,2,··· ,N)
∫
d2xfP (1)(x) ∗ · · · ∗ fP (N)(x) = 0, (3.20)
onde Π(1, 2, · · · , N) denota o conjunto de permutac¸o˜es c´ıclicas de {1, 2, · · · , N}.
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3.2 Teoria de Campos Na˜o-Comutativa
A generalizac¸a˜o mais natural das teorias de campos para a geometria na˜o-comutativa
se obtem substituindo o produto comutativo pelo produto de Moyal na ac¸a˜o. Outras
generalizac¸o˜es sa˜o poss´ıveis se no limite comutativo λµν → 0 obtem-se a teoria
comutativa original.
Para os nossos fins, a generalizac¸a˜o natural e´ suficiente. De modo geral, ela
oferece ferramentas anal´ıticas para calcular as grandezas de interesse f´ısico, mas
tambe´m apresenta a maioria das caracter´ısticas t´ıpicas das outras generalizac¸o˜es
na˜o-comutativas. Ilustraremos, a seguir, o me´todo da deformac¸a˜o natural para os
casos mais simples de teorias de campo.
3.2.1 Teoria de Campo Livre
Da propriedade de invariaˆncia em relac¸a˜o a` integrac¸a˜o c´ıclica do produto de Moyal
dada na relac¸a˜o (3.20) resulta que o produto - ∗ de duas func¸o˜es arbitra´rias e´ equiv-
alente ao produto comutativo comum. Logo todos os termos quadra´ticos na ac¸a˜o
na˜o sofrem correc¸o˜es na˜o-comutativas, o que mostra que a deformac¸a˜o natural das
teorias de campo livres sa˜o ideˆnticas a`s teorias originais. Uma consqueˆncia impor-
tante da invariaˆncia dos termos quadra´ticos a`s deformac¸o˜es na˜o-comutativas e´ que os
propagadores livres em qualquer teoria na˜o-comutativa sa˜o iguais aos propagadores
calculados no limite λµν → 0, ou seja na teoria original.
3.2.2 Interac¸o˜es Na˜o-Comutativas
Se a teoria inicial tem um termo de interac¸a˜o de n - campos, sua deformac¸a˜o natural
para a geometria na˜o-comutativa e´ modificada por um fator de fase que resulta do
produto de Moyal. Na representac¸a˜o dos momentos
ϕ(x) =
∫
dDk
(2pi)D
ϕ(k) exp (ikµx
µ) , (3.21)
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podemos escrever a interac¸a˜o como
S
(n)
int =
∫ n∏
j=1
dDkj
(2pi)D
V (k1, · · · , kn)ϕ(k1) · · ·ϕ(kn), (3.22)
onde o operador ve´rtice e´ definido atrave´s da relac¸a˜o
V (k1, · · · , kn) = δ(D)
n∑
j=1
exp
(
− i
2
λµνkµkν
)
. (3.23)
A relac¸a˜o de invariaˆncia c´ıclica (3.20) neste caso revela que o fator de fase do ope-
rador ve´rtice e´ invariante a`s permutac¸o˜es c´ıclicas dos momentos. Os fatores de fases
modificam em geral as regras de Feynman que sa˜o sens´ıveis a` ordem dos momentos
em cada ve´rtice.
3.2.3 Teoria ϕ4
O exemplo mais simples de deformac¸a˜o natural e´ da teoria ϕ4 que e´ descrita pela
seguinte ac¸a˜o
S[ϕ] =
1
2
∫
d4x
(
∂µϕ∂
µϕ−m2ϕ ∗ ϕ− g
12
ϕ ∗ ϕ ∗ ϕ ∗ ϕ
)
, (3.24)
onde g e´ a constante de acoplamento do campo escalar. Os primeiros dois termos sa˜o,
sendo quadra´ticos em ϕ, descrevem a teoria livre comutativa. O termo de interac¸a˜o
e´ dado pela relac¸a˜o (3.22) que neste caso se escreve como
Sint[ϕ] = − g
4!
∫
d4xϕ ∗ ϕ ∗ ϕ ∗ ϕ
= − 1
(2pi)16
g
4!
∫ 4∏
j=1
d4kjV (k1, k2, k3, k4)ϕ(k1)ϕ(k2)ϕ(k3)ϕ(k4). (3.25)
O operador de ve´rtice V (k1, k2, k3, k4) tem a seguinte estrutura de fase
V (k1, k2, k3, k4) =(2pi)
4δ(4)(k1 + k2 + k3 + k4)
×
[
cos
(
λk1k2
2
)
cos
(
λk3k4
2
)
+ cos
(
λk1k3
2
)
cos
(
λk2k4
2
)
+ cos
(
λk1k4
2
)
cos
(
λk2k3
2
)]
, (3.26)
onde λkikj = λ
µν(ki)µ(kj)ν .
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3.3 Ca´lculo Na˜o-Comutativo
O ca´lculo na˜o-commutativo e´ construido sobre as a´lgebras de func¸o˜es suaves A =
F(Mλ) que dependem das varia´veis na˜o-comutativas xµ. Um exemplo estudado ex-
tensivamente na literatura ocorre quando M e´ o espac¸o de fases de um sistema
cla´ssico, ou uma variedade de Poisson, e
P (f, g) = {f, g}PP , (3.27)
onde {f, g}PP denotam os parenteses de Poisson definidos na a´lgebra A. Conside-
remos, tambe´m, que M = R2n. Neste caso, o produto de Moyal, apresentado na
sua forma geral na equac¸a˜o (1.3) pode ser extendido de polinoˆmios para se´ries de
poteˆncias. Explicitamente, se as func¸o˜es f(x) e g(x) sa˜o anal´ıticas de A, seu produto
naturalmente deformado (3.2) pode ser escrito como
f ∗λ g =
∞∑
n=0
an
λn
n!
Pn(f, g), (3.28)
onde
Pn(f, g) =
n∏
i=1
P µiνi (∇µif) (∇νig) . (3.29)
As condic¸o˜es iniciais para que a se´rie (3.28) represente uma deformac¸a˜o do produto
comutativo sa˜o
a0 = a1 = 1. (3.30)
Rigorosamente falando, o termo direito da relac¸a˜o (3.28) faz sentido somente se o
produto deformado na˜o e´ apenas bem definido termo por termo, mas tambe´m e´
convergente no conjunto A.
Observemos que o produto de Moyal e´ um caso particular de produto - ∗ defor-
mado. Para valores pequenos do paraˆmetro na˜o-comutativo λµν a se´rie que define o
produto de Moyal e´ dominada pela aproximac¸a˜o linear
f(x) ∗ g(x) = f(x)g(x) + i
2
λµν∂µf(x)∂νg(x) + · · · (3.31)
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Da equac¸a˜o acima podemos derivar a relac¸a˜o de comutac¸a˜o entre as coordenadas
dada pela equac¸a˜o (3.5).
Em geral, a a´lgebra A na˜o contem elementos suficientes para os objetivos da
Teoria Quaˆntica de Campos. Por outro lado, se as func¸o˜es f(x), g(x) ∈ A admitem
transformadas de Fourier fˆ(k), gˆ(k), enta˜o vimos que
f(x)∗g(x) =
∫
d4k
∫
d4q fˆ(k)gˆ(q) exp[i(k · x+ q · x− kλq/2)], (3.32)
onde, no caso da deformac¸a˜o do espac¸o-tempo relativ´ıstico, o produto - · e´ calculado
com a me´trica de Minkowski ηµν e pλq := pµλ
µνqν . A relac¸a˜o 3.32 pode ser usada
como a definic¸a˜o do produto - ∗.
Neste trabalho, aplicaremos o ca´lculo diferencial na˜o-deformado definido na
a´lgebra Â pelas seguintes relac¸o˜es
∂xµ ∗ xν = δνµ + xν ∗ ∂xµ , (3.33)
[∂xµ∗,∂xν ] = 0. (3.34)
Com o intuito de simplificar as relac¸o˜es matema´ticas, na˜o mais escreveremos o
s´ımbolo ∗ ao lado da derivada. As definic¸o˜es dos operadores diferenciais levam a
seguinte regra de integrac¸a˜o∫
d4xf(x) ∗ g(x) =
∫
d4xf(x)g(x), (3.35)
va´lida especialmente para todas as func¸o˜es f(x),g(x) ∈ S(R4). E´ fa´cil demonstrar
que o Teorema de Stokes se aplica da mesma forma que no ca´lculo comutativo e que∫
dx4 g ∗ f(x) = g ∗
∫
dx4 f(x), se g independe de x. (3.36)
Cap´ıtulo 4
Dinaˆmica de Fluidos
Na˜o-Comutativos
Neste cap´ıtulo, estudaremos uma nova funcional de ac¸a˜o de primeira ordem para uma
classe de sistemas que generaliza os fluidos perfeitos relativ´ısticos na parametrizac¸a˜o
de Ka¨hler para variedades do tipo espac¸o-tempo na˜o-comutativos. A ac¸a˜o na˜o co-
mutativa e´ parametrizada por duas func¸o˜es arbitra´rias K(z, z¯) e f(ρ) que dependem
dos potenciais do fluido e representam a generalizac¸a˜o do potencial de Ka¨hler da su-
perf´ıcie complexa parametrizada por z e z¯, respectivamente, e a func¸a˜o caracter´ıstica
de cada modelo. Calcularemos as equac¸o˜es de movimento para os potenciais de fluido
e o tensor energia-momento na primeira ordem no paraˆmetro na˜o-comutativo.
4.1 Ac¸a˜o do Fluido Na˜o-Comutativo
Como visto no segundo cap´ıtulo, a classe dos fluidos perfeitos relativ´ısticos no espac¸o
quadri-dimensional de Minkowski M pode ser descrito em termos de potenciais
escalares {θ(x), z(x), z¯(x)} que sa˜o func¸o˜es suaves de C∞(M) = {f : M → C}. A
classe e´ parametrizada pelas func¸o˜es arbitra´rias K(z, z¯) e f(ρ).
36
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Consideremos o espac¸o na˜o-comutativo Mλ com a a´lgebra de func¸o˜es complexas
F(Mλ). Uma propriedade bem conhecida [28] e´ que esta estrutura alge´brica e´
isomo´rfica a` a´lgebra (C∞(M), ∗) onde ∗ : C∞(M) × C∞(M) → C∞(M) e´ o produto
de Moyal definido
f ∗ g = fe i2λµν
←−
∂ µ
−→
∂ νg. (4.1)
Usando o ca´lculo descrito no cap´ıtulo anterior, o comutador dos vetores do espac¸o
tangente e´ definido pela relac¸a˜o
[∂µ, ∂ν ] = 0. (4.2)
Devido a estrutura alge´brica semelhante de (C∞(M), ·) e (C∞(M), ∗) o fluido
perfeito no espac¸o na˜o-comutativo deve ser caracterizado pelos mesmos potenciais
{θ(x), z(x), z¯(x)}. Contudo, a presenc¸a do produto-∗ indica que a interac¸a˜o dos
potenciais do fluido na˜o-comutativo recebe correc¸o˜es dos paraˆmetros λµν . Levando
em considerac¸a˜o este fato e impondo a condic¸a˜o de que, no limite comutativo λµν →
0 o fluido relativ´ıstico na˜o-comutativo seja ideˆntico ao modelo descrito no Cap´ıtulo
2 na parametrizac¸a˜o de Ka¨hler, estamos propondo a seguinte ac¸a˜o 1
S [jµ, θ, z, z¯] =
∫
d4x [−jµ ∗ (∂µθ + i∂zK ∗ ∂µz − i∂z¯K ∗ ∂µz¯)]− f
(√−jµ ∗ jµ) .
(4.3)
A Lagrangiana da relac¸a˜o (4.3) descreve uma classe grande de fluidos na˜o comu-
tativos parametrizados pelas func¸o˜es arbitra´rias K(z, z¯) e f
(√−jµ ∗ jµ). E´ impor-
tante estudar a ac¸a˜o S [jµ, θ, z, z¯] para o campo na˜o-comutativo jµ arbitra´rio porque,
a priori, as varia´veis na˜o-comutativas da funcional ac¸a˜o na˜o devem ser relacionadas a
grandezas f´ısicas de fluidos, uma vez que falta uma fenomenologia f´ısica em espac¸os
na˜o-comutativos. Mas, para verificar o princ´ıpio de correspondeˆncia usado na con-
struc¸a˜o da S [jµ, θ, z, z¯], consideraremos no final deste cap´ıtulo a generalizac¸a˜o da
1Neste cap´ıtulo usaremos as notac¸o˜es ∂zK, ∂z¯K, etc. no lugar das notac¸o˜es Kz, Kz¯, etc. usadas
no Cap´ıtulo 2 para realc¸armos a diferenc¸a entre as derivadas em relac¸a˜o a`s func¸o˜es (derivadas
funcionais) e as derivadas em relac¸a˜o a`s coordenadas.
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relac¸a˜o ρuµ a` teoria na˜o-comutativa. Em geral, K(z, z¯) na˜o e´ associado a` nenhuma
variedade de Ka¨hler, ao contra´rio no caso comutativo. As variedades de Ka¨hler
na˜o-comutativas podem ser interpretadas como sendo deformac¸o˜es de variadades de
Ka¨hler comutativas ( vide as refereˆncias [29, 30, 31]). Esta situac¸a˜o representa um
caso particular quando se trata da ac¸a˜o dada na equac¸a˜o (4.3) onde podemos dizer
apenas que o setor comutativo da func¸a˜o K(z, z¯) seja o potencial de Ka¨hler do setor
comutativo da variedade parametrizada por (z, z¯). No restante deste cap´ıtulo, usa-
remos as derivadas parciais da func¸a˜o K(z, z¯) na ordem zero da expansa˜o em se´ries
de poteˆncias em λµν . Isso nos permite aplicar a regra de Leibniz. Por outro lado, se
termos de ordem superior em λµν sa˜o considerados no formalismo, a regra de Leib-
niz deixa de ser va´lida. A func¸a˜o f
(√−jµ ∗ jµ) deve coincidir com f (√−jµjµ) no
limite comutativo λµν → 0. Desta forma, o princ´ıpio de correspondeˆncia entre o flu-
ido na˜o-comutativo definido pela ac¸a˜o (4.3) e o fluido perfeito estudado em [20, 24]
e´ estabelecido. Para valores infinitesimais do paraˆmetro λµν , podemos linearizar a
Lagrangiana da equac¸a˜o (4.3) a seguir
L [jµ, θ, z, z¯] =− jµ (∂µθ + i∂zK · ∂µz − i∂zK · ∂µz)
+
1
2
λαβjµ (∂α∂zK · ∂β∂µz − ∂α∂z¯K · ∂β∂µz)
− i
2
λαβ∂αj
µ · ∂β (∂µθ + i∂zK · ∂µz − i∂zK · ∂µz)
− f
(√
−j2 − i
2
λαβ∂αjµ∂βjµ
)
. (4.4)
A primeira diferenc¸a a ser notada entre os fluidos comutativo e na˜o-comutativo e´ que
a corrente jµ se propaga no caso na˜o-comutativo. Observemos, tambe´m, que ate´ na
ordem mais baixa no paraˆmetro na˜o-comutativo, a Lagrangiana conte´m derivadas su-
periores dos campos. As equac¸o˜es de Euler-Lagrange podem ser obtidas aplicando o
princ´ıpio variacional a` ac¸a˜o dada pela relac¸a˜o (4.3) com valores nulos dos campos de
suas derivadas sobre o contorno. As equac¸o˜es de movimento no caso na˜o-comutativo
CAPI´TULO 4. DINAˆMICA DE FLUIDOS NA˜O-COMUTATIVOS 39
sa˜o de segunda ordem
δL
δϕ
=
∂L
∂ϕ
− ∂
∂xα
(
∂L
∂ (∂αϕ)
)
+
∂2
∂xα∂xβ
(
∂L
∂
(
∂2αβϕ
)) = 0. (4.5)
Calculando a relac¸a˜o (4.5) para o potencial θ(x) obtemos a equac¸a˜o de movimento
∂µj
µ = 0. (4.6)
As equac¸o˜es de movimento das componentes da corrente jµ tomam a seguinte forma
f ′
jµ√
−j2 − i
2
λαβ∂αjν∂βjν
= (∂µθ + i∂zK · ∂µz − i∂zK · ∂µz)
− 1
2
λαβ (∂α∂zK · ∂β∂µz − ∂α∂z¯K · ∂β∂µz) . (4.7)
Aqui, f ′ denota a derivada de f em relac¸a˜o a sua varia´vel. A equac¸a˜o de movi-
mento do potencial z(x) e´ derivada particularizando a relac¸a˜o (4.5) e tem a seguinte
expressa˜o
2ijµ∂2zz¯K · ∂µz¯ +
1
2
λαβjµ (∂z∂α∂zK · ∂β∂µz − ∂z∂α∂z¯K · ∂β∂µz)
+
1
2
λαβ∂αj
µ · (∂z∂β∂zK · ∂µz − ∂z∂β∂zK · ∂µz)
+
1
2
λαβ∂α
[
jµ
(
∂2zzK · ∂β∂µz − ∂2zz¯K · ∂β∂µz¯
)]
+
1
2
λαβ∂β
[
∂αj
µ
(
∂2zzK · ∂µz − ∂2zz¯K · ∂µz¯
)]
+
1
2
λαβ∂2βµ (j
µ∂α∂zK) +
1
2
λαβ∂αj
µ · ∂2βµ∂zK = 0. (4.8)
A equac¸a˜o de movimento de z¯(x) pode ser obtida a partir da equac¸a˜o (4.8) subs-
tituindo as derivadas em relac¸a˜o a z pelas derivadas em relac¸a˜o a z¯, ou usando a
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relac¸a˜o (4.5). O resultado e´
− 2ijµ∂2z¯zK · ∂µz +
1
2
λαβjµ (∂z¯∂α∂zK · ∂β∂µz − ∂z¯∂α∂z¯K · ∂β∂µz)
+
1
2
λαβ∂αj
µ · (∂z¯∂β∂zK · ∂µz − ∂z¯∂β∂zK · ∂µz)
− 1
2
λαβ∂α
[
jµ
(
∂2zz¯K · ∂β∂µz − ∂2z¯z¯K · ∂β∂µz¯
)]
− 1
2
λαβ∂β
[
∂αj
µ
(
∂2zz¯K · ∂µz − ∂2z¯z¯K · ∂µz¯
)]
− 1
2
λαβ∂2βµ (j
µ · ∂α∂z¯K)− 1
2
λαβ∂αj
µ · ∂2βµ∂z¯K = 0. (4.9)
Observemos que as derivadas em relac¸a˜o as coordenadas do espac¸o-tempo na˜o co-
mutam com as derivadas em relac¸a˜o aos campos complexos z e z¯, respectivamente.
A primeira equac¸a˜o de movimento (4.6) tem uma interpretac¸a˜o simples. Ela
mostra que a corrente jµ e´ invariante a`s transformac¸oes geradas pelos operadores
Pµ = ∂µ. Esta equac¸a˜o na˜o recebe correc¸o˜es na˜o-comutativas e ela respeita a gen-
eralizac¸a˜o do grupo de translac¸o˜es definido pela equac¸a˜o (4.2). As outras equac¸o˜es
de movimento na˜o teˆm interpretac¸o˜es ta˜o simples, mas atrave´s de ca´lculos mais
elaborados pode-se mostrar que elas correspondem as equac¸o˜es de movimento do
fluido comutativo. Em particular, as equac¸o˜es (4.8) e (4.9) na˜o apoiam a ide´ia de
que existam uma infinidade de correntes conservadas associadas a` invariaˆncia de
reparametrizac¸a˜o da superf´ıcie de Ka¨hler. Retornaremos a discutir este ponto numa
sec¸a˜o posterior.
4.2 Tensor Energia-Momento
A classe de fluidos perfeitos no espac¸o-tempo de Minkowski que sa˜o generalizados
ao espac¸o-tempo na˜o-comutativo pela ac¸a˜o proposta na relac¸a˜o (4.3) e´ caracterizada
pela corrente de densidade de divergeˆncia nula e pelo tensor energia-momento de
divergeˆncia nula, tambe´m. Estas propriedades sa˜o relacionadas com as equac¸o˜es de
movimento do fluido e, tambe´m, com a invariaˆncia da Lagrangiana a`s translac¸o˜es.
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Como vimos na sec¸a˜o anterior, a densidade de corrente do fluido na˜o-comutativo
tem a divergeˆncia zero e, identificando os geradores da translac¸a˜o com as derivadas
∂µ, a corrente pode ser relacionada a` invariaˆncia de translac¸a˜o, tambe´m.
O tensor energia-momento do fluido na˜o-comutativo pode ser definido acoplando-
o ao tensor me´trico que e´ uma c - func¸a˜o gµν(x) e tomando em seguida a derivada
da ac¸a˜o em relac¸a˜o a` me´trica. Deste modo obtem-se a relac¸a˜o
Tµν = ηµν
[
−jγ (∂γθ + i∂zK · ∂γz − i∂zK · ∂γz) + 1
2
λαβjγ (∂α∂zK · ∂β∂γz − ∂α∂z¯K · ∂β∂γ z¯)
− i
2
λαβ∂αj
γ · ∂β (∂γθ + i∂zK · ∂γz − i∂zK · ∂γz)− f
(√
−jµjµ + i
2
λαβ∂αjµ · ∂βjµ
)]
+ 2jµ (∂νθ + i∂zK · ∂νz − i∂zK · ∂νz)− λαβjµ (∂α∂zK · ∂β∂νz − ∂α∂z¯K · ∂β∂ν z¯)
+ iλαβ∂αjµ · ∂β (∂νθ + i∂zK · ∂νz − i∂zK · ∂νz)− f ′ ·
(
jµjν +
i
2
λαβ∂αjµ · ∂βjν
)
.
(4.10)
Em geral, a divergeˆncia do tensor energia-momento dado pela relac¸a˜o acima na˜o e´
zero. Para que isso acontec¸a, e´ necessa´rio impormos v´ınculos aos campos. Usando
as equac¸o˜es de movimento (4.22) e (4.23) resulta que o tensor energia-momento tera´
divergeˆncia zero para as soluc¸o˜es das seguinte equac¸o˜es
∂ν
f ′ jµjµ√
−j2 − i
2
λβγ∂βjν∂γjν
− f
− jµ∂µ
f ′ jν√
−j2 − i
2
λβγ∂βjν∂γjν
 = 0,
(4.11)
∂ν∂αj
µ · ∂β (∂µθ + i∂zK · ∂µz − i∂zK · ∂µz)
− ∂αjµ · ∂µ∂β (∂νθ + i∂zK · ∂νz − i∂zK · ∂νz) + ∂αjµ · ∂µ∂βjν = 0. (4.12)
Na forma dada pela equac¸a˜o (4.10), na˜o fica claro qual e´ a generalizac¸a˜o do fluido
perfeito relativ´ıstico ao espac¸o na˜o-comutativo. Podemos entender melhor a relac¸a˜o
entre os dois casos se escolhermos para o campo na˜o-comutativo jµ a seguinte forma
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que generaliza naturalmente a corrente do fluido comutativo
jµ = ρ ∗ uµ, (4.13)
onde uµ = dxµ/dτ depende somente do paraˆmetro τ . Verifica-se que
f
(√
−jµjµ + i
2
λαβ∂αjµ · ∂βjµ
)
= f
(√−jµjµ) . (4.14)
Simplificando os termos correspondentes e usando a equac¸a˜o de movimento do jµ
(4.22), podemos mostrar que o tensor energia-momento tem a seguinte forma
Tµν = ηµνp(λ) + [ε(λ) + p(λ)]uµuν + iλ
αβ∂αρ · uµ∂β (∂νθ + i∂zK · ∂νz − i∂zK · ∂νz) ,
(4.15)
onde
p(λ) =ρf ′ − f − jγ (∂γθ + i∂zK · ∂γz − i∂zK · ∂γz)
+
1
2
λαβjγ (∂α∂zK · ∂β∂γz − ∂α∂z¯K · ∂β∂γ z¯)
− i
2
λαβ∂αj
γ · ∂β (∂γθ + i∂zK · ∂γz − i∂zK · ∂γz) , (4.16)
ε(λ) =f + jγ (∂γθ + i∂zK · ∂γz − i∂zK · ∂γz)
− 1
2
λαβjγ (∂α∂zK · ∂β∂γz − ∂α∂z¯K · ∂β∂γ z¯)
+
i
2
λαβ∂αj
γ · ∂β (∂γθ + i∂zK · ∂γz − i∂zK · ∂γz) . (4.17)
As relac¸o˜es acima mostram que a ac¸a˜o (4.3) generaliza o fluido perfeito ao caso
na˜o-comutativo como pode ser visto nas equac¸o˜es (4.15), (4.16) e (4.17) que se
reduzem, no limite λαβ → 0, as relac¸o˜es conhecidas do tensor energia-momento, da
pressa˜o e da densidade de energia obtidas na refereˆncia [20]. A pressa˜o do fluido
descrito pela ac¸a˜o (4.3) e´ a generalizac¸a˜o da transformada de Legendre da energia
espec´ıfica do fluido na˜o-comutativo. A divergeˆncia zero do tensor energia-momento
pode ser calculada a` partir da equac¸a˜o (4.15) onde nota-se, tambe´m, que o u´ltimo
termo envolve o produto entre a velocidade e uma combinac¸a˜o de potenciais que
CAPI´TULO 4. DINAˆMICA DE FLUIDOS NA˜O-COMUTATIVOS 43
inclui a vorticidade na˜o-nula. Este termo e´ parecido com o termo dissipativo que e´
consequeˆncia da estrutura na˜o-comutativa do espac¸o-tempo. Se impormos a condic¸a˜o
de que a densidade de momento seja gerada somente pelo escoamento da densidade
de energia, como no caso comutativo, resulta que
λαβjµ∂αjµ · ∂β (∂νθ + i∂zK · ∂νz − i∂zK · ∂νz) = 0. (4.18)
Se generalizarmos este modelo ainda mais, para incluir outras cargas conservadas,
podemos usar a equac¸a˜o (4.18) para definir uµ que tera´ um papel ana´logo a um
referencial preferencial do fluido comutativo.
4.3 Simetria de Volume
A estrutura na˜o-comutativa do espac¸o-tempo dada pela equac¸a˜o (3.5) e´ invariante a`s
seguintes transformac¸o˜es que generalizam as transformac¸o˜es que preservam o volume
(simetria de volume) [4]
δxµ = [xµ, h] , (4.19)
onde o paraˆmetro h(x) e´ uma func¸a˜o cont´ınua e arbitra´ria de xµ. Os parenteses
obtidos a partir da equac¸a˜o acima envolvem o produto de Moyal e tomam a seguinte
forma em primeira ordem em λµν
[f, g] = iλµν∂µf · ∂νg. (4.20)
Em geral, a Lagrangiana dada na relac¸a˜o (4.4) na˜o e´ invariante a`s transformac¸o˜es
(4.19) devido a arbitrariedade das func¸o˜es θ(x), z(x), z¯(x), K(z, z¯) e f(x). A con-
sisteˆncia da teoria, ou seja a necessidade de garantir a invariaˆncia a` simetria de vol-
ume, exige a imposic¸a˜o de novos v´ınculos sobre as func¸o˜es θ(x), z(x), z¯(x), K(z, z¯)
e f(x) que sera˜o determinados em seguida.
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Como pode ser verificado facilmente, os campos do fluido se transformam em
relac¸a˜o a` equac¸a˜o (4.19) como
δϕ = [ϕ, h] ,
δψµ = [ψµ, h] ,
δ (∂µϕ) = [∂µϕ, h] + [ϕ, ∂µh] , (4.21)
onde ϕ e ψµ representam os campos escalares e vetorias, respectivamente. A trans-
formac¸a˜o das derivadas sa˜o as mesmas dos campos vetoriais. Variando a Lagrangiana
(4.4) em relac¸a˜o a` transformac¸a˜o (4.19) obtemos um bi-polino´mio nas poteˆncias m
da matriz antisime´trica λµν e nos graus n das derivadas do paraˆmetro arbitra´rio h(x).
Consequeˆntemente, a invariaˆncia da Lagrangiana e´ garantida se os termos de sua
variac¸a˜o se anulam para cada m e n, respectivamente. Observando esta organizac¸a˜o
da variac¸a˜o, obtemos para os termos lineares em λµν as seguintes equac¸o˜es
f ′
jµ∂αjµ√
−j2 − i
2
λβγ∂βjν∂γjν
= −∂α [jµ (∂µθ + i∂zK · ∂µz − i∂zK · ∂µz)] ,
(4.22)
jµ (∂αθ + i∂zK · ∂αz − i∂zK · ∂αz) = 0. (4.23)
Os termos quadra´ticos em λµν envolvem derivadas de segunda e terceira ordem em
h. As derivadas de segunda ordem se acoplam com λµν e jµ e os acoplamentos
diferentes geram v´ınculos independentes. O resultado pode ser resumido no seguinte
conjunto de equac¸o˜es
∂γj
µ∂α (∂µθ + i∂zK · ∂µz − i∂zK · ∂µz) + ∂αjµ∂γ (∂µθ + i∂zK · ∂µz − i∂zK · ∂µz)
+ 2jµ
[
∂[α∂zK · ∂γ]∂µz − (z ↔ z¯)
]
= 0, (4.24)
∂αj
µ [∂γ∂βθ + i∂β∂zK · ∂γz + i∂zK · ∂γ∂βz − (z ↔ z¯)] + jµ [∂α∂zK · ∂γ∂µz − (z ↔ z¯)] = 0,
(4.25)
∂αj
µ (∂γθ + i∂zK · ∂γz − i∂zK · ∂γz) + jµ (∂α∂zK · ∂γz − ∂α∂z¯K · ∂γ z¯) = 0. (4.26)
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onde usaremos a antisimetrizac¸a˜o padra˜o em relac¸a˜o aos indices espac¸o-temporais
a[µbν] =
1
2
(aµbν − aνbµ) .
Os v´ınculos de ordem maior nas poteˆncias de λµν resultam de correc¸o˜es de ordem
superior da Lagrangiana. Se a na˜o-comutatividade do espac¸o-tempo e´ va´lida a`s altas
energias, somente os termos lineares da matriz antisime´trica se tornam relevantes
para nossa teoria. Assim sendo, a invariaˆncia da Lagrangiana a`s transformac¸o˜es
de volume e´ determinada somente pelos v´ınculos (4.22) e (4.23), respectivamente.
Maiores simplificac¸o˜es deste conjunto de equac¸o˜es ocorrera˜o se a teoria for estudada
na folha de massa.
4.4 Um Modelo Simples
Dada a arbitrariedade das func¸o˜es K(z, z¯) e f(
√−jµ ∗ jµ), podemos concluir que os
fluidos perfeitos discutidos neste cap´ıtulo formam uma classe bastante geral. De fato,
a u´nica exigeˆncia que K(z, z¯) e f(
√−jµ ∗ jµ) devem satisfazer e´ a diferenciabilidade
ate´ uma ordem arbitra´ria. Esta generalidade faz com que a dinaˆmica destes modelos
seja bastante complicada ate´ em primeira ordem do paraˆmetro na˜o-comutativo.
Um modelo ligeiramente mais simples pode ser obtido a` partir das seguintes
relac¸o˜es
K(z, z¯) = z ∗ z¯, f(√−jµ ∗ jµ) = c
2
ρ2 = − c
2
j2, (4.27)
onde c e´ um c-nu´mero constante. Neste modelo, a func¸a˜o K(z, z¯) representa a gen-
eralizac¸a˜o do potencial de Ka¨hler do plano complexo e, em primeira ordem no
paraˆmetro na˜o-comutativo, gera uma deformac¸a˜o na˜o-comutativa do plano. A forma
particular escolhida para a func¸a˜o f e´ caracter´ıstica do fluido perfeito. A Lagrangiana
(4.4) deste modelo particular pode ser escrita da seguinte forma em primeira ordem
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em λαβ
L =− jµ (∂µθ + iz¯ · ∂µz − iz · ∂µz¯) + 1
2
λαβjµ (∂αz¯ · ∂β∂µz − ∂αz · ∂β∂µz¯)
− i
2
λαβ∂αj
µ · ∂β (∂µθ + iz¯ · ∂µz − iz · ∂µz¯) + c
2
j2. (4.28)
As equac¸o˜es de movimento podem ser obtidas usando as relac¸o˜es (4.27) nas equac¸o˜es
gerais (4.6)-(4.9) ou recalculando-as a partir da ac¸a˜o associada a` Lagrangiana (4.28).
O resultado e´
∂µj
µ = 0, (4.29)
cjµ − (∂µθ + iz · ∂µz − iz · ∂µz) + 1
2
λαβ (∂αz · ∂β∂µz − ∂αz · ∂β∂µz) = 0, (4.30)
jµ∂µz¯ = j
µ∂µz = 0. (4.31)
A primeira observac¸a˜o importante e´ que as equac¸o˜es de movimento dos potenciais θ,
z e z¯ na˜o recebem correc¸o˜es na˜o-comutativas. Em segundo lugar, pode-se observar
que as relac¸o˜es (4.31) teˆm como resultado a existeˆncia de uma infinidade de correntes
Jµ [G] = −2G(z, z¯) · jµ, (4.32)
onde os geradores G(z, z¯) sa˜o func¸o˜es arbitra´rias comutativas. As correntes Jµ [G]
teˆm divergeˆncia nula em ordem zero no paraˆmetro na˜o-comutativo em consequeˆncia
da relac¸a˜o de Leibniz. As correntes (4.32) correspondem a`s seguintes cargas conser-
vadas
Q[G] =
∫
d3xJ0[G]. (4.33)
Estas propriedades mostram que o modelo descrito pelas func¸o˜es (4.27) teˆm as
mesmas propriedades que a classe inteira de fluidos relativ´ısticos perfeitos na
parametrizac¸a˜o de Ka¨hler discutido no segundo cap´ıtulo e do regime especial dos
fluidos supersime´tricos estudados nas refereˆncias [20, 24].
Considerando a invariaˆncia a` simetria de volume na folha de massa da La-
grangiana (4.28), as equac¸o˜es de v´ınculo (4.22) - (4.26) tomam a seguinte forma
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simplificada
cjµ∂αjµ + ∂α (j
µ∂µθ) = 0, (4.34)
jµ (∂αθ + iz¯∂αz − iz∂αz) = 0, (4.35)
∂γj
µ∂α (∂µθ + iz¯∂µz − iz∂µz) + ∂αjµ∂γ (∂µθ + iz¯∂µz − iz∂µz)
+ 2jµ
[
∂[αz¯∂γ]∂µz − (z ↔ z¯)
]
= 0, (4.36)
∂αj
µ [∂γ∂βθ + i∂β z¯ · ∂γz + iz¯ · ∂γ∂βz − (z ↔ z¯)] + jµ [∂αz¯ · ∂γ∂µz − (z ↔ z¯)] = 0,
(4.37)
∂αj
µ (∂γθ + iz¯∂γz − iz∂γz) + jµ (∂αz¯ · ∂γz − ∂αz · ∂γ z¯) = 0. (4.38)
Analisando estas relac¸o˜es, podemos ver que o tensor energia-momento passa a ser
escrito da seguinte forma
Tµν = ηµνp(λ) + [ε(λ) + p(λ)]uµuν + iλ
αβ∂αρ · uµ∂β (∂νθ + iz∂νz − iz∂νz) , (4.39)
onde
p(λ) = ρf ′ − f − jµ∂µθ + 1
2
λαβjµ (∂αz · ∂β∂µz − ∂αz · ∂β∂µz¯)
− i
2
λαβ∂αj
µ · ∂β (∂µθ + iz · ∂µz − iz · ∂µz) , (4.40)
ε(λ) = f + jµ∂µθ − 1
2
λαβjµ (∂αz · ∂β∂µz − ∂αz · ∂β∂µz¯)
+
i
2
λαβ∂αj
µ · ∂β (∂µθ + iz∂µz − iz∂µz) . (4.41)
Estas equac¸o˜es mostram que o modelo simplificado representa uma generalizac¸a˜o
do fluido relativ´ıstico perfeito que tem uma infinidade de correntes conservadas
associadas a` invariaˆncia a` reparametrizac¸a˜o da variedade complexa descrita pelos
potenciais z e z¯ em ordem zero no paraˆmetro na˜o-comutativo.
4.5 Cargas Topolo´gicas
Uma quantidade f´ısica importante que se conserva no caso comutativo e´ a corrente
axial que e´ relacionada ao nu´mero de ligac¸a˜o dos vo´rtices cuja conservac¸a˜o e´ garan-
CAPI´TULO 4. DINAˆMICA DE FLUIDOS NA˜O-COMUTATIVOS 48
tida por considerac¸o˜es topolo´gicas como visto na sec¸a˜o 2.4 [20]. Portanto, e´ pre-
ciso verificar se os fluidos na˜o-comutativos teˆm correntes axiais de divergeˆncia nula.
Para este fim, generalizamos a corrente axial kµ dada pela relac¸a˜o (2.50) aplicando
o princ´ıpio da correspondeˆncia adotado neste trabalho
Kµ = εµνξλ (∂νθ + i∂zK ∗ ∂νz − i∂zK ∗ ∂νz) ∗ ∂ξ (∂λθ + i∂zK ∗ ∂λz − i∂zK ∗ ∂λz) ,
(4.42)
onde εµνξλ e´ o tensor antisime´trico constante quadri-dimensional com ε0123 = 1. Se
calcularmos a divergeˆncia de Kµ em primeira ordem em λµν podemos constatar,
apo´s longos ca´lculos, que ela e´ igual a
− 2iεµνξλλαβ (∂2zzK∂µz∂α∂νz + ∂z∂2zK∂µz∂αz∂νz + ∂2z∂zK∂µz∂αz∂νz + ∂2zzK∂µ∂αz∂νz)
× (∂2zzK∂ξz∂β∂λz + ∂z∂2zK∂ξz∂βz∂λz + ∂2z∂zK∂ξz∂βz∂λz + ∂2zzK∂ξ∂βz∂λz)
− iεµνξλλαβ∂zzK∂µz∂νz
(
∂2zK∂ξ∂αz∂β∂λz − ∂2zK∂ξ∂αz∂β∂λz
)
. (4.43)
Esta relac¸a˜o mostra que, em geral, Kµ na˜o se conserva sem a imposic¸a˜o de ou-
tros v´ınculos sobre o sistema. Pore´m, repedindo os mesmos ca´lculos para o modelo
simplificado apresentado na sec¸a˜o anterior, obtemos
∂µK
µ = 0. (4.44)
Podemos concluir que o fluido na˜o-comutativo que generaliza o potencial de Ka¨hler
do plano complexo e o fluido perfeito relativ´ıstico comutativo teˆm o maior nu´mero
de caracteristicas f´ısicas ideˆnticas.
Cap´ıtulo 5
Considerac¸o˜es Finais e
Perspectivas Futuras
Neste trabalho apresentamos a ac¸a˜o (4.3) que descreve uma grande classe de fluidos
na˜o-comutativos que generalizam os fluidos perfeitos formulados na parametrizac¸a˜o
de Ka¨hler ao espac¸o-tempo na˜o-comutativo. Os fluidos na˜o-comutativos descri-
tos pelo nosso modelo sa˜o caracterizados pelas func¸o˜es arbitra´rias K(z, z¯) e
f(
√−jµ ∗ jµ) que generalizam as func¸o˜es correspondentes do caso comutativo. Esta
generalizac¸a˜o e´ resultado da restric¸a˜o das derivadas parciais ao termo de ordem zero
no paraˆmetro na˜o-comutativo λµν garantida pela propriedade de Leibniz para as
derivadas parciais. Sem esta propriedade, contribuic¸o˜es de ordem superior em λµν
sa˜o geradas nas relac¸o˜es caracter´ısticas do modelo.
A partir da ac¸a˜o (4.3) linearizada em primeira ordem em λµν , derivamos as
equac¸o˜es de movimento e calculamos o tensor energia-momento. A equac¸a˜o do campo
θ (4.6) na˜o recebe correc¸o˜es na˜o-comutativas e representa a equac¸a˜o da divergeˆncia
nula da densidade de corrente jµ como no caso comutativo. Pore´m, o tensor energia-
momento tem divergeˆncia diferente de zero o que na˜o acontece no caso comutativo.
A consequeˆncia deste fato e´ que Tµν na˜o e´ invariante a`s translac¸o˜es geradas pelos
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operadores duais comutativos Pµ = ∂µ. Para sanar esta dificuldade, determinamos
duas equac¸o˜es de v´ınculo (4.11) e (4.12), respectivamente, que garantem a invariaˆncia
do tensor energia-momento.
Certamente, a pesquisa em fluidos em espac¸os na˜o-comutativos justifica-se ple-
namente, por um lado, pela nova proposta de modelo quaˆntico, e por outro lado,
pela possibilidade de haver fases fluidas de campos quaˆnticos na escala de Planck
onde a estrutura na˜o-comutativa do espac¸o-tempo, se existir, tornaria-se relevante.
Podemos, assim, projetar va´rias linhas de investigac¸o˜es futuras dos fluidos na˜o-
comutativos apresentados neste trabalhos. Um dos problemas mais importante e´
descrever modelos concretos que preservam a simetria de Poincare´ na˜o-comutativa.
Este problema pode ser abordado particularizando a variedade Mλ ao espac¸o-
tempo κ - Minkowski. Neste caso, a generalizac¸a˜o na˜o-comutativa dos operadores
de translac¸a˜o satisfaz a equac¸a˜o (4.2). Sendo assim, todas as concluso˜es derivadas
a` partir desta equac¸a˜o, como a invariaˆncia da densidade de corrente e o tensor
energia-momento devem continuar va´lidas.
Outro problema interessante e´ analisar os fluidos que podem ser obtidos sem a
regra de Leibniz para as derivadas parciais e trabalhar com a estrutura matema´tica
na˜o-comutativa completa. Espera-se, neste caso, que as equac¸o˜es de movimento e
de v´ınculos sejam modificadas pela presenc¸a de outros termos proporcionais a λµν .
Pore´m, estas modificac¸o˜es na˜o devem afetar a relac¸a˜o entre o fluido na˜o-comutativo
e seu limite comutativo.
Finalmente, seria interessante estudar a estrutura simple´tica no espac¸o de fases
do fluido induzida pela estrutura na˜o-comutativa do espac¸o-tempo.
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